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　　　Notation：fbr　a　function∫ニ∫（オ，g，のofオ，qand　v，　we　denote　by∫ωthe
function　of　g　and　v　given　by∫（の（g，の＝∫（オ，g，の．　Under　such　situations，　we
have
Theorem　1．　　（Noether，s　theorem）
　　　L・tMうθαC・吻urati・n　space　and　C・nsider　a　L・grαngi・n　L＝五（9，　V）・ノ
the／oアm　（2．5ノ　ωゴオんピ2，6ソ，　V［（eαssume　α、Lie　grOUl）G　αcts　on　Pαth　M　30　α3　to
satisfy　（2，12ノ．　Weα15・αssume　that　the　G一αcti・n　satisfies　（2，17？and　（2．19ノ．
Then，　for．le（t）∈ooo（7「M），ξ∈9，given　by（2．13ノ，　tんθノolloωings　are　valid，
（i）　　　　　1／9＝9（の　is　αsolution　ρノピ2，4ノ，　then　ωεhαve
　　　　　　　　　　　　　　　　　d
　　　　　　　　　　　　　　　　　誘1と（ち9（t），4（t））＝0　／bT∀ξ∈9・
（ii）　Tん・N・・th・・c蜘・le（の∈0・・（TM）9・・館・tム・オ・α吋・・m・伽
given　by　exp－Eξ　througん　the　Poisson　brαcket　ピ5θθ　ピ5，15／　or　ピ5，16ブノ　in　the
／o〃owing　5ense’
（2．20a）
（2．20b）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛
ωんεアε
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂
（2・21）B・（ち9，の一扉オ・（オ，9，・）＋
（iii）　　F，）r∀ξ，η∈9，ωεんαve
　　　　　　　　　　　　　　　｛le（の，ln（り｝一・E、1翁
The　ploof　shall　be　given　in§5．
｛JE（t），gi｝
｛lc（t），　v｝
＝　Aξ（t）i，
＝　Bc（t）i，
鴛1（ち9，v）・L器（ちq，v）び（q）・
（up　to　cocycle）。
Remarks：
a）　　　For∫＝∫（g，の，　g＝g（q，の　∈　0◎°（T。M），　the　Poisson　bracket｛∫，　g｝∈
o°°（Tノしf）is　given　by
（2・22）　｛f，・9｝一ゲ・（鵠一募券），
where（αり）＝（αの一1　and（αのis　the　one　in（2．5）。　This　means　we　pull－back
the　canonical　Poisson　br㏄ket（5．18）for　T＊M，　the　cotangent　bundle　of　M，　by
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the　isomorphism
（2・23）a・L・TM一蹴（9，の一（9，P），　P・－8表（9，の一げ，
where∂2五means　the　fibre　derivative　of五，　denoted　as∬L　in　Difinition　3．5．2
in［1］．　See§5　fbr　a　deta丑ed　discussion．
b）　　The　de丘nition（2．21）of　Bξmeans　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d
（2・24）　　B・（ちq（オ），d（オ））一証・（ちq（オ），d（オ））
for　any　solution　q（舌）of（2．4）　（or（2．8）for　our　Lagrangian（2．5））．　In　the　sense
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d
W・m・yw・it・as　B・（ち9，・）一誘オ・（ち9，の・
c）　　The　precise　meaning　of（iii）of　the　theorem　is　as　fbllows．　In　genera1，　an
antisymmetric　bilinear　formα：g×g→Ris　called　a　coc〃cJεif　it　satisfies
（2．25）　α（［ξ，η］，ζ）＋α（［η，ζ］，ξ）＋α（［ζ，ξ］，η）＝0，　fbr∀ξ，ηandζ　∈　9・
　　　Then（iii）means　that，　adding　a　constant　to　each　Aξif　necessary，　the　cor－
respondence（fbr　ea£hの
（2．26）　　　9→0°°（TM）；ξ”le（‘）
is　linear　and　there　exists　a　cocycleα（の：g×g→Rfor　which　we　have
（2・27）　　　　｛∫ξ（の，In（‘）｝＝・1［clt，）］＋α（の（ξ，η），　　　fbr　ξ，η　∈　9・
§3　　Confbrmal　symmetry　of　free　bosons
・We　consider　a　system　of　free　bosons（bosonic　closed　string　model）described
　by　the　Lagrangian　density（Chap．2in［3D
（3・1）　L（X）－1∂・X∂。X－1｛（∂・X）2－（∂・X）2｝，
where　x＝（xμ）・＝（xo，が）∈R2，　X＝X（x）∈RN　and∂μ＝∂／∂xμ，∂μ＝
ημレ∂り，（ημッ）＝diag［1，－1］，（ημり＝（ημレ）－1．We　also　takeτ＝xo　and　1σ＝xl，
then（3．1）becomes
（3・2）　躯）－1｛X・－X・｝，・一£，’÷
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1ih，。、ti。n・fu。、ti。nal　i，　gi。，n　by
（3・3）　　　咽一／　d・d・L（x）
and　the　equati・n・f　m・ti・n（E・1・卜L・9・ange　equati・n・fδS［X］＝°）i・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂L　　∂L
（3・4）　　　　∂・∂∂，x＝∂x・
For　our　case　we　have∂L／∂∂μX＝∂μX，　hence（3．4）becomes
（3．5）　　　　　　　　　　∂μ∂μX：＝o　　　　i．e．，　　∂o∂bX－∂1∂IX＝0．
We　consider　the　closed　string　case：X（T，σ十2π）＝X（T，σ），　and　regarding　T
as　time（written　as　t　in§2），　we　take　the　configuration　space
（3．6）　　M＝si　RN＝｛X＝X（σ）∈RN　with　X（σ十2π）＝X（σ）｝．
Since　Sl　RN　is　a　linear　space，　the　tangent　bundle　is
（3．7）　　TM＝S’　RN・S’　RN∋（X（・），γ（・）），
whereロis　the　dummy　ofσand　y（σ）ニX（σ）in　mind．　The　Lagrangian　L　is
given　by
（3．8）L・TM－R；（X（・），y（・））一　i／。2Td・｛Y（・）2－X’（・）2｝
giving　S［X］of（3．3）after　further　T　integration・
　　　To　give　the　conformal（and　later　gauge）symmetry，　we　take　the　light－cone
coordinate：
（3．9）　　　　x＋＝x°＋x’，x”　＝x°－x’
and　consider　an　orientatioh　preserving　diffeo　of　Sl（considered　as　a　space　of
x＋j：
（3．10）　　φ：Si→Sl（or　R→Rwithφ（x＋十2π）＝φ（x＋）十2π）．
Then　the　diffeo　given　by
（3．11）』 ﾓ・R・S’→R・S’；（x＋，x－）”（φ（x＋），の，
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or　returning　to　the　original　coordinates
（3・12）φ・（x°，・’）－G｛φ（x°＋の＋x°－x’｝，；｛φ（x°＋♂）－x°＋x’｝）
is　a　confbrmal　mapping　with　respect　to（ηpv），　that　is
　　　　　　　　　　　N（3．13）　　　（φ卓η）x＝Ω（x）η　fbr　some　functionΩ＝Ω（x）＞0，
whereη＝ημレdxμ⑧dxレis　the　Lorenztian　metric　on　R×Si．
　　　Considering　infinitesimally，　we　take
（3．14）　　ξ：sl→R（or　R→Rwithξ（x＋＋2π）＝ξ（x＋））
and　for　E∈R，　IEI《1，
（3．15）　　　　　　　　　　　　　　　　　φ（x＋）＝x＋＋Eξ（x÷）．
（Hereafter　we　omit　the　higher　order　terms　of　c　for　simplicity．）ThenφWritten
with　the　coordinate（7，σ）is
（3・16）　　　　　　　（T，σ）ト→（T十券cξ（7－十σ），σ十巷eξ（τ十σ））・
Through　this　conformal　transformation　of　Tσ一space，　we　consider　the　transfor－
mation　of　field　X（7，σ）：
（3・17）　　X（T，σ）ト・xc（T，σ）＝X（丁＋｝cξ（7＋σ），σ＋毒ξξ（丁＋σ））・
or　in　the　hght－cone　coordinate　　　　　　　　　・
（3．18）　　　　　　　X（x＋，x－）ト＞XE（x＋，x－）＝X（x＋＋6ξ（x＋），x－）　．
The　correspondence　to　the　n・tations　in§2・is・as・follows．　As　the　symmetry
group　G，　we　takeのof（1．14）with　Lie　algebra　2（θ←＞x＋in　mind）．　The　path
space　is　in　this　case
（3．19）　Path」M＝Map（R，　Map（Sl，RN））＝Map（R×S1，RN）∋X（・，ロ）．
The　action　of　D　on　Path　M　is　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
（3．20）
　　（φ・X）（丁，σ）＝X（φ一1（丁，σ）），　for　φ　∈　の，　X＝X（7－，σ）　∈　Path　M，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　97’
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hence，　infinitesimally　forξ∈2，　if　we　put
（3．21）　　　　　　　　　　　　　xc（・，ロ）＝（exp－cξ）・（X（・，ロ）），
we　have
（3．22）　　　　　　xc（r「，σ）・＝X（T＋圭ξξ（r「＋σ），σ＋｝cξ（T＋σ）），
giving（3．17）．
　　For　this　D－a£tion，　we　can　show　the　existence　of　Aξof（2．12）as　follows．
Remark　that，　in　light－cone　coordinates，　we　have
（3．23）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L（X）＝2∂＋X∂＿X．
Forξ∈2，　taking　Xc＝Xc（T，σ）as（3．22）or　’
（3．24）xc（x＋，ガ）＝X（x＋＋6ξ（x＋），x－）＝X（x＋，x－）＋　eξ（x＋）∂＋X（x＋，x－），
we　have
（3・25）藷（X・）1，．。－2（妾∂・X・1，．，）　a－X＋2∂・X（妾∂－X・1，．。）
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　2｛ξ’（x＋）∂＋X＋ξ（x＋）∂＋∂＋X｝∂＿X
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋2∂＋Xξ（x＋）∂＿∂＋X
　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　2∂＋｛ξ（x＋）∂＋X∂＿X｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　－1（a・＋∂・）［ξ（・＋・）L】
　　　　　　　　　　　　　　　　　一∂．［i（δざ＋6f）ξ（・＋・）L］，
where　6〃is　I〈ronecker，s　delta．　Thus　taking　the　a－integral　for　pa＝O　component
of［】of　the　final　formula，
（3・26）A・（T，X（・），Y（・））－1ズd・ξ（・＋・）・1｛y（・）2　一一　xt（・）2｝
gives　the　desired　function（al）：
（3・27）妾聯・），綱）…一妾A・（T，X（T，・・），文（T｝・））・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　98
Symplectic　’　Structure　of　CFT　of　Free　Bosons
Therefore　all　assumptions　of　Noether，s　theorem　are　satisfied（foS　the　linearity
（2．19）in　v，　in　our　case　y＝∂oX，　see（3．31））．
　　　The　co町esponding　Noether　charge
（3．28）　　　　IC＝le（τ，　X（ロ），y（ロ））∈o°°（R×TM）
is　given　as　follows．　Tbρbtain　the　first　term　of　the　right　hand　side　of（2．18）：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂L　．
（3・29）．　　　　∂が乃1（t，　q，　・），
we　remark　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂L
（3・3°）　　　　∂∂。X＝∂PX
and
　　　　　　　　　　　d　　　　　　　　　　　　　1（3・31）　麗X‘一ξ（x＋）∂・X一蒼ξ（・＋・）（∂・X＋∂・X）・
　　　　　　　　　　　　　　　　c＝O
Thus（3．29）corresponds　to　theσ一integral　of　theμ＝Ocomponent　of
（3・32）∂券（藷2－i　a・X［ξ（・＋・）（a・X＋∂・X）］・
Hence　we　have
（3．33）　　IC（T，　X（ロ），y（ロ））
　　　　　　　　　－1　f。2π　d・ξ（・＋・）［y（・）（γ（・）＋X’（・））－5（Y（・）2－X’（・）2）］
　　　　　　　　　－i　f。2π　d・ξ（・＋・）［y（・）＋x’（・）］2・
　　　F・・these　N・・th・・ch・・g・・IE（「），・ne　can　v・・ify（i）・nd（ii）・f　N・・ther’・
Theorem　directly．
　　　For（iii），　Noether’s　Theorem　does　not　determine　the　cocycle　term　a（t）（ξ，η）
in（2．27）．　So　we　compute　the　Poisson　brackets　actually．　In　this　case，　we　have
α（の＝Oas　follows．
　　　Forξ　∈2，　we　have
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ﾒ一一1［gt（・＋の（y（・）＋x，（・））
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋ξ（T＋σ）（y’（σ）＋x”（σ））】，
（3・34b）舞器一iξ（T＋・）［Y（a）＋x・（・）1・
Thus　forξ，η∈2，　we　have
（3。35）｛IC（7），ln（7）｝（X（・），y（・））
　　　　　　f。2”　da［編論編綱
　　　　一1∠㌔・［c’（・＋・）η（・＋・）一ξ（・＋・）T］t（・＋・）］［Y（・）＋x’（・）］2
　　　　＝1［，1；｝（X（・），y（・）），
here　we　recall（122a）．　This　meansα（の＝0．　The　above　normalization　of
Poisson　bracket｛　，　｝on　O°°（TM）is　given　as　follows．　If　we　give　SlRN
th・ccinn・・p・・d・・t”〈Y・，Y2＞by　f。2πd・Y・（・）Y2（・），th・n　th・f・・m・f　th・
Lagrangian（3．8）means　the　finite（limensional　correspondingα‘ゴin（2．5）is
Kronecker，s　delta．　So（2．22）gives　the　normalization．
　　Using　the　energy－momentum　tensor
　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂L
（3・36）　T”・≡∂∂。X躯一δμ＝∂μX∂・X一δ仏
th・N・・th・・ch・・g・le（7）i・w・itt・n・・f・ll・w・．　F・・m（3．25）・nd（3・32），　we　see
th・t　th・N・・th・・ch・・g・le（7）i・th・σ一i・t・9・al・f　th・μ一〇・・mp・n・nt・f
（3．37）
iξ（・＋・）［∂絵（a・x・＋・a・x）一（δ8＋叫1ξ（・＋・）［TP・＋T・・1・
In　the　light－cone　coordinate，　we　have（see（2．1．40）in［3］）
（3・38）　T＋・－1（T・・＋T・・）一（∂・X）・－1（∂・X＋∂・X）・
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where
（3．39）　　　　　　　Tpレ≡ημρTρレ＝∂μ∂レX－MvL・
Thus　we　have
（3．4・）　・ψ）（X（・），y（・））－／。2π　d・ξ（・＋σ）T＋・，
where，　in　the　right　hand　side，∂oX　in　T＋＋is　repl㏄ed　by　y（σ）．
　　　So　far　we　consider　the　real　Lie　algebra　2∋ξand　the　real　valued　functions
…（TM）∋・c（「）．　F・・飯・d・∈R，　we　ext・nd　the　c・・re・p・nd・nceξ一・、（7）t・
the　compleXified　one：
　　　　　　　　　　　　　　　　2⑭C→0°°（TM）C≡M・p（TM，　C）
by　the　obvious　f誌hion．　We　de伽e壕7）∈0°°（TM）c，　n∈Z，　by
（3．41）L許）（X（・），γ（・））≡・，IT）（X（・），y（・））－f。2”　da・’n（r＋a）T＋・，
where　en∈Z2⑭C　is　the　one　in（1．23）withθ←ウx＋．　Then　we　have，　from（3β5）
（3．42）｛L託・W）｝（X（・），Y（・））－i（m－・）f。2π　d・・’（m・n）（・＋・）T＋・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i（m－n）L活？。（x（・），y（・））．
This　is　the　relation　in　the　classical　level　corresponding　to（1．．13a）without
cocycle　term．
§4　　Gauge　symmetry　of　free　bosons　and　Sugawara　telation
Th・・y・t・m・f　f・ee　b…n・，　wh・・e　c・nfig・・ati・n・pace　i・（3・6），　with　th・La－
grangian（3．8）has　also　the　following（abelian）gauge　symmetry．
　　　Let　the　groupノゾof（1．15）act　on　Path　M（3．19）as（recall　the　conespon－
dence　e・e・x＋）
（4．i）　x・＠＋，ガ）＝x（x＋，x－）＋・ん（x＋），　f・・ん∈亙
or
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　101
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（4．2）　　　　　　X‘（T，σ）＝X（7－，σ）十Eん（丁十σ），　　　fbr　ん　∈　ハ／
here　we　have　written　the　final　form　corresponding　to（3．22）fbr　the　case　of　the
confbrmal　symmetry．（To　obtain　this，　the　a£tion（1．18）must　be（ん・X）（θ）＝
X（θ）一ん（θ）．This　changesゴn　to－jn，　retaining　the　relation（1．25　a－c）．）In
this　case，　we　have，　using（3．23），
（4．3）
d
扉£（xり
c＝O
2（d圧∂＋xe　　　　　　　．c＝O）∂－x＋2∂・x（妾∂－x・2
here　Eμv　is　the　antisymmetric　tensor　with
obtained　as　theσ一integral
of（4．3）：
2ん’（x＋）∂＿X
ん’（丁＋σ）（∂。X－∂、X）
∂。｛一ん（τ＋σ）∂1X｝＋∂、｛ん（7＋σ）a，X｝
∂。［－c”v・h（τ＋σ）∂。x｝，
　　　　　　　　　　　Eol＝1．　Thus　Ah（T，　X（ロ），y（ロ））is
of　theμ＝Ocomponent　of［］of　the　final　fbrmula
（4・4）　A・（・，・X（・），y（・））－／。2π　d・［一ん（・＋・）X’（・）］・
Hence　all　assumptions　of　Thgorem　l　are　satisfied．
　　The　Noether　charge　Ih（7，　X（ロ），（ロ））is　theσ一integral　of　theμ＝Ocomp（ト
nent　of
（4・5）∂簾（妾x・2－［－E・・　h（・＋・鋼一ん（・＋・）［∂・x＋E・…x］，
that　is，
（4・6）J・（・，・X（・），y（・））一∠2π姻・＋・）［y（・）＋X’（・）］・
For　this　Noether　charge，　we　have　　　　　　　　　　　　　’・
（4．7a）
δlh（7）
　　　　　＝一ん’（丁＋σ），
6x（σ）
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（4・7b）　　舞1一ん（・＋・）・
Hence，　forん1，ん2　∈N，　we　have
（4・8）仏｛7W｝’－f。2”　d・［hl（・＋・）ん・（・＋・）一ん・（・＋・）hl（・＋σ）］
・　　一∠㌔・［hl（・）ん・（・）一ん・（・）h5（・）］・
We　remark　that　the　right　hand　side　is　a　constant　as　a　function　of（X（ロ），y（ロ））
and　defines　a．cocycle（since“，N，t’is　abelian，　only　the　anti－symmetricity　is　re－
qpired）．
　　Aft・・c・mpl・xi丘・ati・n，　w・d・fin・Jn（・）∈0・・（TM）c　・s　lh（7）f・・ん＝
h（θ）＝einθ／＞4蘇∈△乙⑭C：
（4・9）’@’　」・（’）（x（・），y（・））一’　de　f。2”　d・　・’・（・＋・）［y（・）＋・x’（・）L
Th・n　w・hav・丘・m（4．8）’
（4・1・）｛鴫・），」。（・）｝一翻2πd・i（m－n）・‘（m・・）・－im6m・nt・・
Thus　the　conespondence
（4．11）　　　　　Jn（7）－a。
with（1・27）gi…th・τ・1・ti・n（1・13b）・
　　　Tb　see　the　correspondence　to　the　Sugawara　relation（1．10），　we　reverse　the
rel・ti・n・f∂．X＝i［γ（・）＋X’（・）］・nd　J．（7）i・（4・9）a・・f・ll・w・・First・w・
expand∂＋X　as
（4・12）1［y（・）＋燗一混・汐）（X（・），y（・））・酬，
here　cチア）（X（ロ），y（ロ））is　the　Fourier　coefficient　showing　the　dependence　on
T，X（ロ），】r（ロ）explicitly，　and　substitute（4．12）to（4．9），　to　obtain
（4．13）　　　　　J。（・）＝2VE・≦；）．
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Thus　we　have
（4・14）　∂・X（・）－2裕・一’”（’＋a）J・（’），
where　the　left　hand　side　is　considered　as　the　function（組）
（4』5）（X（・），Y（・））∈TM－S・RN・S・RN　－1［Y（・）＋X’（・）］・
After（1。12），　considering　the　correspondence（4．11），　we　put
（4．16）　　　　　」（7）（σ）＝Σ♂”（7＋σ）Jn（7），
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n∈Z
which　is　a　function（al）on　TM．　Then（4．14）becomes
（4・17）　　∂・X（・）－2湯J（r）（・）・
Both　sides　of（4．17）are　considered　as　function（al）on　TM．
　　We　apply　the　same　method　to（3．41）to　obtain
（4・18）　　T＋・（・）一［∂・X（・）］2一去丁（・）（・）
where，　after（1．11），　we　put
（4．19）　　　　T（「）（σ）ニΣ・－in（7＋σ）LJ7）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n∈Z
In（4．18），　T＋＋（σ）means　the　function（瓠）
（4・2・）　（X（・），y（・））∈TM　－i［Y（・）＋X’（・）］2・
　　Thus，　comparing（4．17）and（4．18），　we　have
（4・21）　　T（r）（・）－1［J（・）（・）］2・　、
This　is　the　clas’@1relation　corresponding　to　the　Sugawara　relation（1．10）．
　　Remark　that　the　equality（1．10）is　the　one　as　operators　on　the　Hilbert　space，
but　the　equality（4．21）is　the　one　as　function（al）s　on　TM＝SiRN×SlRN，
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5? Symplectic　geometry　and　proof　of　Noether，s　Theorem
To　see　a　general　aspect　of　Ndether，s　theorem，　we　first　point　out　that　we　have
three　Lie　algebras．　First　the　Lie　algebra　g　of　the　Lie　group　G，　the　second　is
the　sp㏄e　of　all　real　valued　O°°functions　O°°（TM）with　the　Poisson　bracket
．（2．22），and　a£the　third，　the　space　of　vector　fields　on　a　manifold　with　the　usual
bracket【，10f　vector　fields．
　　　There　are　some　cases　in　which　we　have　a　homomorphism　of　these　Lie　alge－
bras．　For　example　we　assume　that　the　He　group　G　acts　on　a　manifold　Z．　For
ξ∈g，we　define　the　vector　field　Vc∈γ（Z）by（we　denote　by　V（Z）the　space
of　all　vector　field　on　2「）
（5・1）　VE（・）一£［（・xp－・ξ）・・］c．。　f…∈Z・
Then　it　is　known　that（Prop．4．1．26　in［11．　Remark　that　our　sign　convention
is　different．　Ours　are　chosen　so　as　to　make　mappings　between　Lie　algebras
homomorphism．）　　　　　　．
Proposition　5．1The　corTe3pondence
〈5．2）　　　　　　 ξ∈9　ト÷　VE∈「レ’（Z）
is　a　Lie　algebraん・m・m・rpんism，　that　is，　it　is　linear　and
（5．3） ［Vc，v，］＝v［ξ，，】 in「レ「（Z）for∀ξ，η∈9・
　　　As　a　next　example，　we　consider　a　symplectic　manifold　W．　This．means　W
is　a　O°°manifold　with　a　2－form　w　．s’≠狽奄唐?凾奄獅
（5．4a）
（5．4b）
ωis　closed，　i．e．，　dωニ0　，
ωis　nondegenerate，
in　the　sense　that　fbr　VF∈y（w）
（5．5） ω（v，・）＝o if　and　only　ifV＝0　　　　　，
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whereω（V，・），　which　is　also　written　as　i（V）・ω，　means　the　1－form
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t
（5・6）　　　　　　　　　　　Vl　∈　V（W）　卜→　　ω（V，　Vl）．
The　2－form　w　is　called　a　symplectic　2－form．　The　condition（5．5）is　equivalent
to』
（5．7）　　for∀1－form　or　on　W，ヨthe　unique　V∈V（W），for　whichα＝ω（V，・）．
　　　For　any　O°°manifold　M，　its　cotangent　bun（Ue
（5．8）　　T＊醒∋（9，P）一（9’，q2，…，qN；P、，P、，…，PN）
has　the　canonical　Symplectic　2－form　　　　‘
（5．9）　　　　　ω＝dpi〈dqt　　（summed　over　i＝1to　N）．
We　have
（5．10）　　　　　　　　　　　　　ω＝dθ
whereθis　the　1－form　on　T“M
（5．11）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ＝Pi〈dqi，
called・the　cαnonical　1－form．　Thisωis　exact，　although　we　reqUire　only　closed－
neSS・f〈）r　general　CaSeS．
　　Returning　to　a　general　symplectic　manif（）ld（毘ω），　we　define，　for　f∈
O°°（W），the　vector　field「レ3∈V（W）by
（5．12）　　　　　　　　－df＝ω（Vf，・）　　as　1－forms　on　W．　　　　　　　　　　　．
This　Vf　is　uniquely　determined’from　f　by　Virtue　of（5．7）．　It　is　seen　that　the
correspondence
（5．13）　　　　　f∈o°°（W）　ト＞　Vf∈V（レレっ
is　a　Lie　algebra　homomorphism：
（5・14）　　［Vi，Vg］＝　V｛f，，｝　f・・ノ，9∈0°°（W），
where｛f，　g｝　∈　0°°（W）is　the　Poisson　bracket　defined　by
（5・15）　　　　　｛f，9｝＝ω（Vf，Vg）．
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（see　Coro．3．3．180f［11，　remarking　the　sign　convention．）
definition（5．15）is　also　written　as
Remark　that　the
（5．16） ｛∫，9｝＝「レり・・9．
For　a　cotangent　bundle　W
have
（5．17）
　　　　　∂ノ∂
Vf＝　　　　∂Pi∂qi
＝T㍉Mwith　the　symplectic　structure（5．9），　we
∂f∂
∂qi∂Pi　’
for∫ニf（q，P）∈o°°（T’1レt），
hence，　by（5。16）
（5．18） ｛f，9｝一辮一∂f∂9
∂qt∂Pi
　　　In　general，　a　vector五eld　y∈y（W）is　called　Hαmiltoniαn　vector／ield
ifγ＝レ｝for　some∫∈0°°（W）．　A　vector　field　y∈V（W）is　called　Jocα〃y
∬αm漉o痂αηvector　field　if　for　anyω∈W，　we　can　find　a　O°°function∫defined
on　a　neighborhood　ofωfor　which一ガ＝ω（V，・）’6n　the　neighborhood．　We
denote　by」UV（w）（resp．　L、UV（M！））the　spa£e　of　all　Hamiltonian（resp．　locally
Hamiltonidn）vector　fields　on　I〃．　In　the　words　of　fbrms，　we　can　say　that　for
γ∈y（助，
（5」9） v∈HV（w）⇔ ω（V，・）：exact，
（5．20） レ∈LHV（w）⇔ ω（V，・）：closed．
It　is　seen　that
（5．21） v∈LHV『iw） ⇔　　，Cvω＝0，
where£yωis　the　Lie　derivative（see　Chap．2in［1］，　especially　p．121），　so　locally
Hamilもonian　vector　fields　are　also　ca皿ed　symplectic　vθctor　fields．　It　is　easy　to
see　that、HV（W）and五、HV（W）are　closed　under［，1，　hence　we　have　three　Lie
algebras：
　　　　　　　　　　　　　　　HV（w）　⊂　　五・HV（w）　⊂　　γ（w）．
We　have　from（5，19），（5．20）and（5．7）
（5．22） L丑y（w）／HV（w）～ H1（W，　R），de　Rham　cohomology．
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（Proof　of　Theorem　1）
　　　（i）is　already　given　lin§2．
　　　Let　M　be　the　configuration　space　in　the　theorem．　We　pull－back　the　sym－
plectic　structure（5，9）on　T＊M　to　the　one　on　TノレI　by（2．23）　：
（5．23）　　　ω＝dθ＝dVi〈吻‘＝・、」伽‘〈面ゴ，
（5．24）　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ＝Vi（オq3＝ai，・v’d〈Tコ　，
where　we　use　the　same　notationωandθon　T、M　for　simplicity　and　use（α‘ゴ），
which　has　the　inverse（αiゴ）｝1＝（aiゴ）by（2．6），　to　l6t　the　indices　i，ゴ，…　up　or
down：
（5．25）　Vi－・、ゴ・ゴ，　A、！の（q，の一・、《（のゴ（q，の，…，・t・．
　　　Under　the　assumption　of　the　theorem，　for　any丘xed　to∈R，　we　can　obtain
aG－a£tion　on　TM　as　follows．　For　7∈Gand（go，vo）∈Tルt，1et　q＝g（オ）∈
Path　M　be　the　solution　of（2．4）with
（5．26）
and　put
（5．27）
q（to）＝qo，　4（to）＝VO
gc「（・）＝7・（q（・））
（we　assume　a皿solutions　of（2．4）with　initial　condition　as（5．26）can　be　de丘ned
for　all　t∈R）．
　　　Then　defining　as
（5．28） ツ・（9。，V。）＝（q°「（t。），グ（t。）），
we　have
Proposition　52　　　Foアαny　fixedオo∈k，オんεαbove　constructionピ5．28ノ
卯θ3αG－action　on　Tハ4．
（prooノ）　　　For　given（go，vo）∈7「M，　let　g1（・）be　the　solution　of（2．4）with
g1（オo）＝go，d，（オo）＝vo．　Then　forッ1　andッ2∈G，　g2（・）≡ッ1・（q1（・））and
g3（・）≡72・（q2（・））＝（72　71）・（g1（・））are　also　solutions　of（2．4）by（2．11）．　Here
we　use　the　fact　that　G　acts　on　Path。M．　Thenッ1・（go，　vo）＝（g2（オo），4，（オo）），
ツ2・（q2（t。），d，（オ。））＝（93（オ。），93（オ。））＝（ッ2ッ、）・（9。，v・），　hence
物・（”）‘、（q。，V。））＝（ッ2ッ1）・（9・，V・）．
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This　means（5．28）gives　a　group　action．　Q．E．D．
　　　For五xed　t∈R，　using．4ξ’in（2．17）and　Bξin（2．21），　we　define　the　vector
丘eld　on　7「ノ匠by
（5・29）　Ve（°－A・（の‘（9，・）番＋β・（°‘（9，の£ヂ
Then　the　de且nition　of　Aξ（t）and　Bξ（t）　just　means　that　the　vector　field　Ve（t）is
the　one　given　by（5．1）fbr　the　G一㏄もion（5．28）、on　T、M　for　t（＝to）．　See　remark
b）after　Theorem　1．　Thus　we　have　by　Proposition　5．1
（5・30）　　［Ve（‘），Vn（t）］＝Vlξ潟），　f（）rξ，　h∈9，オ∈R・
　　The　key　step　to　prove　the　theorem　is　the　following
P・・P・・iti・n　5．3　F・・孟∈R・nd・C∈9，1・t　VC（り∈γ（瑚giv・吻ピ5．29ノ
・nd　A、（¢）∈σ・・（TM）　b・舌ん・fun・ti・漁ピ2．12ノ。　Th…・ん・v・
（5・31）　　　航ωθ一dA・（‘）・
The　proof　shall　be　given　in　the　Appendix．　From（5．31），　we　see　immediately
（5・32）　LVc・・財一・，　i・e・，　VE（の∈LHV（TM），
becau・e航・・ω一航ω（dθ）一蜘）θ一ddA・（¢）一・・
　　　W・p・i・t・ut　h・・e　th・t・1ξ（‘）∈0・・（TM）・f（2．18）i・w・itt・n・・
（5・33）　　　・C（の一〈θ，誓ω〉－A，（り，
becau・e・f〈θ，　Vc（り〉一〈v・dq‘，A，（の晶＋β、（‘）£〉－v・A、（°‘and（2・7）・C・mp・・e
this　to　the　formula　in　Theorem　4．2，10　in［1｝．　We　assume　that　M　is　connected
but　do　not　assume　the　vanishing　of　H1（M，　R）i≡H1（TM，　R）．　So（5．32）does
・・timply　Ve（り∈∬V（瑚（・ee（5．22））．　N・v・・th・less，　i・・u・sit・・ti・n，　w・
have
P・・P・・iti・n　5．4　五・t　VC（‘）∈γ（TM）・・αう一・d・e（°∈0・°（TM）う・
tんθ加d謬・n　given　byピ2。18ノ．　Then　we　have
（5．34）　　　　－dlE（り一ω（Ve（‘），・）．
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（pr・・ノ） P・tti・g　V一残ω，　w・h・v・
ω（v，・）
（5．31）
（5．33）
i（v）・ω＝i（v）・dθ＝｛£y－d・i（v）｝θ
dAξ（t）－d〈θ，V＞
一dle（の． Q．E．D．
This　proposition　means
（5・35）　Ve（¢）gi・・n　by（5・29）－V、、・・）i・the　sen・e・f（5・12），
h・nce　Ve（の∈H叩M）and，　by（5．30），　w・hav・・Li・alg・b・a　h・m・m・・phi・m
（5．36）　　　　ξ∈9　ト＞ @Ve（の∈丑y（T1レt）．
　　　We　can　now　prove（ii）in　the　theorem．　In　fact　we　have
｛・・（の，qi｝－v、、ωゴ（讐）Vc（の・9・一（A・（‘）・∂1，＋B・（の・∂ll。1；」）・9‘－A・（の‘
and（2．20b）similarly，　proving（ii）・
　　　Tb　prove（五i），　we　choose　a　basis　of　g（as　a　vector　spa£e）
（5．37）　　　　　　　　ε1，e2ジ．．　∈g
and，　for　each　ek，　we　fix　Ael‘）∈σ゜°（TM），　Then　fbr　genara1
（5．38）　　　’　ξ＝Σ・kek∈9，　・k∈R，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k
we　put
（5．39）　　　　入，（‘）一Σ・・A。1り．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k
It・an　b・・een　th・t（as・umi・g　M　i・c・nnect・d）th・diff・・ence　b・tween入，（の
and　th…igi・・1・A，（のi・c・n・t・nt．　We　rem・・k　th・t　th・additi・n・f…n・tant
t・A，（のi・admissibl・，　becau・e，　i・the　c・nditi・n（2．12），　A、（°is　c・ncem・d・nly
th・・ugh　it・d・・ivati・・．　U・i・9・thi・n・w入，ωas　Aξ（のf・・m　th・丘rst，　w・hav・th・
linear　mapPing　　　　　　　　　　　　　　－
（5．40）　　　　　ξ∈9　ト→　IC（t）∈0◎°（TM）．
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Thus，　for　fixed　t∈R，　we　have　the　commutative　diagram：
（5．41）　ξ∈9（響）　0・・（TM）∋
＼雪・・，○
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　HV（TM）∋　　．
In　the　diagram（5．41），　the　mappings（5．13）and（5．36）are　Lie　algebra　hom（〉－
morphism　but（5．40）is　only　a　linear　mapping　in　general．　This　is　the　origin　of
the　apPearance　of　the　cocycle　termαω（ξ，η）in（2．27）as　shown　below．
　　In　this　situation，　we　have
　　　　　IE（t）
1（…3）’
　　　　稜ω
Proposition　5．5　　Wε伽オ∈R，」Forξ，η∈g，　tんe　function　oη7「、M
（5・42）　　　　｛IE（り，ln（t）｝一飛翁
ゴ・C…オ・nt．　F・・th・・m…オん・6漁・α・∫・・mαω・9×9→R岬・・d　by
（5・43）　　　　　　　　　　　α（の（ξ，η）＝・｛∫ξ（t），・r，（t）｝一そξ1翁
is　α　cocyclθin　tんεsense　oノピ2．25ノ．
（prooノ）　　Through　the　homomorphism（5．13），　we　have，　omittingω，
　　　　｛Ic，ln｝（邑）v｛・、，・，｝（讐）［v、，，v、，］（讐）［脳］（響）v［、，，】，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・［　　　　　（5．13：ξ，η】h→）v、［、，、（響）v［、，，】，
h・nce　V（、．≧、）－0，gi・i・g　d（5．42）（讐2）一ω（V（、．42），・）」0．　Sincew・h・v・
assumed、M（hence　T、M）is　connected，　we　see　that（5．42）is　a　constant．
　　The　argument　in　p．440f［7］gives．　that（5．43）is　a・cocycle．　Q．E．D．
This　proposition　yields（iii），　proVing　the　whole　theorem．Q。E．D．
　　　In　the　point　of　view　of　Theorem　4．2．80f［1］，　the　relation（5．34）and　the
linearity　of（5．40）mean　that　the　mapping（1．28）is　a　momentum　mapping．　A
more　explicit　formula　forα（t）of（5．43）is　given　in　Theorem　4．2．80f［1］．
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1n　this　apPen（hx，　we倣ξ　∈　g　and　omit　it　in　notations　fbr　simplicity，　so
五（‘），A（‘）m・an・A、（の，A、（の・t・・A・imil・・cal・ul蔓ti・n　i・d・n・i・ApP・血diX・f
［5］，where　the　proof　of　the　fa£t　correspon（hng　to（ii）of　our　theorem　is　given．
　　　　The　condition（2．19）means
、（A．1）　　　五（の‘（9，・）－De）‘（9）＋E（‘）㌧・ゴ，
　which　corresponds　to（A．2）in［5］．　For∀g（・）　∈　Path　M，　putting　gε（・）＝
（exp一ξξ）・（9（・）），　we　have　from（2．17）
（A・2）　藷‘（オ）♂ω・（q（孟），a（の）・
Thus，　f（）r　the　Lagrangian　L＝五（g，のof　the　form（2．5），　we　obtain
　　　　　　　　d
（A・3）蒸聯），4c（オ））c＝。’
　　　　　一券（q（t），4（オ））｛影‘（オ）c。。｝＋募（9（の，li（の）俵藷（オ）E。。｝
　　　　　一一Ui（9（t））A（・）・（9伽（オ））＋ai（オ）岳湾ω・（q（オ），a（老））
　　　　　＝－Ui（9）Dω‘（q）＋｛がt）‘（9）一σゴ（q）E（のゴ‘｝¢
　　　　　　　　　＋｛E（t）　i，・＋D（‘）‘げ（q）｝4‘ゲ＋E（％φ葦ゲ，
wh・・eカ（の（9）－gD（ち9），D（のらゴー赤D（t）、，and　w・1・t　i，ゴ，…up　and　d・w・
　using（α‘ゴ）or（α83）　：
（A・4）　　Eiゴ≡・ikE㌧，E’ゴ≡E’　、　akゴ，…，・t・・
　　　　Now　we　put
（A・5・）A（の（9，・）一αω（9）＋β（　（9）・‘＋ll　7（tl．ゴ（9）曲［high・・t・－i－］・
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W・・can…sum・（or（‘1、・（9））is　symm・t・i・・
（A．5b）　　　・　ツ（‘｝、（9）一ッ（‘1ゴ（q）．
Then　we　have
（A・6）岳A（・）（9（オ），a（オ））
　　　　　　　　一‘i’（‘）（9）＋｛α（tl・（q）＋β（‘1（9）｝む〆1（9）ゲ
　　　　　　　　　　　　＋｛β（ε1、、（9）＋ill（‘1，（9）｝4‘qゴ＋7（　ゴ（9）4’ゲ
　　　　　　　　　　　　＋1ッ（‘1，、・（9）4　ci」　q’k＋［t・・m・・f4，4・f・・d・・≧3］・
　　　We　remark　that　the　condition（2．12）must　be　satisned　fbr　any　g（・）∈
Path、M，　hence　the　coefHcients　for　d，　Q’　in（A．3）and（A．6）must　be　equa1’inde－
P・nd・ntly．　S・［high・・t・・m・i・司・f（A．5・）i・ab・ent　and　w・hav・ツ（εl」、、（9）一・
andβ（‘1（q）＝0．　Thus　we　have
（A・7）　A（・（9，・）一α（・（9）＋1・（ε1、面・一（¢｝・一ツ（‘1プ
　　We　also　have
（A．8・）　　　　一σ、（q）D（の‘（9）＝d（の（9），
（A．8b）　　　D（‘1・（9）一防ωE（‘）ゴ、α（‘1、ω，
（A・8・）　｛E（　、＋D（　、ゴ（9）－lfl（‘1、｝4脚，
（A．8d）　　　　　E（‘l」一ッ（‘1ゴ．
W・・ee，　f・・m（A．8d）・nd（A．5b），　th・t　E（ε1ゴis　symm・t・i・・
（A．9）　　　　　E（‘｝、－E（flゴ．
Since（A．8c）is　satis丘ed　for　aユ14，　the　symmetrization　of　i，ブin｛
vanish，　thus
（A．1・）　　　D（％（q）＋D°｝、、（9）＋E（fl」一・，』
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here　we　used（A．8d）．　Using　these　relations　we　have
（A・11）B（¢1（q，の一距（‘1（q，の
　　　　　　　　　　　一島［D（‘1（9）＋が‘1，司
　　　　　　　　　　　一が1（の＋D（‘1、ゴ（9）♂＋E（t～ゴvゴ＋ガflゴ（一び（q））
　　　　　　　　　　　一α（tl、（q）－D（‘｝、、（9）・ゴ　（by（A．8b）and（A・10））
　　Now　we　can　prove（5．31）as　fbllows．　We　put
　　　　　　　　　　　y－y（・）一隣ω一五ω・轟＋B（・・券
and　omit（の．　Then
（A．12） Lyθ
yielding　the　proposition・
L。（v、　dgi）
（L。・Vi）吻‘＋v‘Lv（吻‘）
（v・Vi）dqi＋Vi・d（γ・9‘）
Bi　dqi＋Vi　dAi
［α、ゴ（q）－D調dゲ
＋Vi［D～ゴ（q）dゲ＋卵・」］
α、ゴ（9）dゲ＋E、ゴ♂d♂
dA，
Q．E．D．
（by（A．11））
（by（A．7）and（A．8d））
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